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Il faudrait avoir des méthodes pour venir 
à bout de tout ce qui se peut trouver 
par raison. 

Leienitz, lettera VIII al Sig. Montemort. 


La prima volta che io mi posi a considerare i quattro 
poliedri regolari di specie superiore, mi ricordo di aver do- 
mandato a me stesso come mai avvenisse che mentre i tre 
nuovi dodecaedri, da Poinsot chiamati di 2*, di 3* e di 4* spe- 
cie, apparivano succedere senza interruzione l’ uno all’ al. 
tro, non che a quello ordinario o convesso che è di 1* specie, 
il nuovo icosaedro invece lasciasse quello di 1° specie a 
tanta distanza e si trovasse ad essere della 7* specie. Cer- 
tamente a molti altri sarà occorso di osservare questa 
misteriosa anomalia e di essersi rassegnati, come feci io 
allora, ad ignorarne la cagione, parendo che l’ utile non do- 
vesse francare la fatica occorrente per indagarla: ma a me 
questa medesima questione ritornò alla mente, e mi apparve 
ben più della prima volta meritevole di una risposta, allor- 
quando lessi nella prefazione del Trattato di Geometria ele- 
mentare (o meglio sintetica), pubblicato nel 1866 a Parigi 
dai dotti professori Rouché e De Comberousse, che « la esten- 
» sione esatta e completa della formula di Eulero ai poliedri 
» di specie superiore aveva permesso loro di rettificare alcune 
» definizioni erronee relative alla specie dei nuovi corpi. » 
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La rettificazione loro cade sui due dodecaedri a facce 
stellate, o di Keplero, i quali anziché di 2* e di 4* specie essi 
trovano essere di 3° e di 7*; per modo che dei tre nuovi do- 
decaedri sarebbero di 3* specie i due che sono coniugati fra 
loro, e sarebbe di 7* l’altro che è il coniugato del nuovo 
icosaedro della specie medesima. 

Confesso che a prima vista l’ eleganza e la facilità della 
loro dimostrazione e questa felicissima circostanza di conzu- 
gamenti, quasi indiretta riprova della giustezza del resultato 
ottenuto colla nuova formula, me ne fecero giudicare favo- 
revolmente: ma intanto veniva distrutta quella continuità 
che nasceva per tutti i quattro dodecaedri dalla primitiva 
definizione; continuità che mi pareva accennare ad una legge 
di formazione tanto semplice, benché forse fin allora non 
troppo studiata, alla quale io non avrei rinunziato che 
molto mal volentieri. Mi accinsi allora a risolvere la que- 
stione da me indicata in principio; ed in questo studio ebbi 
campo di trovare diversi argomenti per concludere che la pre- 
tesa rettificazione non era da accettarsi. Se questi non saranno 
da tutti trovati sufficienti per venire nella mia conclusione, 
nessuno potrà negarmi ad ogni modo che la questione ci sia, e 
che meriti di essere discussa e possibilmente definita. Tutti 
sanno che, quantunque le scienze esatte si dicano per antono- 
masia posttive, vi sono certe questioni complesse nelle quali la 
forma e la quantità sono collegate per modo fra loro che facil- 
mente può attribuirsi all’ una ciò che all'altra si riferisce, 
come non tener conto di tutte le diverse condizioni che la data 
questione reclama, od al contrario sottoporla ad altre che nulla 
han che fare con quella. 

Passo dunque senz'altro ad esporre i resultati ottenuti, 
alcuni dei quali non mancano di qualche importanza, sperando 


Sa O 
che il soggetto per se stesso possa bastare, nonostante l’oscu- 
rità del mio nome, ad interessare i cultori di queste discipline. 
Che se poi ad alcuno di essi prendesse vaghezza di tornarci 
sopra, sarei lieto di avergliene offerta l'occasione, persuaso 
che ciò non sarebbe senza reale utilità della scienza, per amor 


della quale io mi sono deciso a questa pubblicazione. 


II 


I corpi di cui si tratta costituendo una specialità scientifica 
non a tutti i geometri sono perfettamente noti, e chi volesse 
acquistarne più perfetta cognizione dovrebbe consultare molti 
autori e diverse memorie staccate, senza contare la quasi asso- 
luta impossibilità di averne discreti modelli in rilievo, che, spe- 
cialmente nel caso nostro, sarebbe utilissimo tenere sott’ occhio; 
credo perciò più opportuno di cominciare dal descrivere ciascuno 
di questi poliedri (che io continuerò a distinguere col nome dato 
loro dall’illustre Poinsot) e d’indicare il modo da me tenuto per 
costruirne assai facilmente un modello in cartone. Ciò non solo 
risparmierà tempo e fatica a chi volesse seguirmi senza aver 
avuto occasione finora di prendere special conoscenza di questi 
corpi, ma chi li avesse imparati a conoscere su certi libri non 
scevri da qualche errore (dovuto forse alla troppa fretta colla 
quale furono scritti) potrà altresi valersi di questi cenni per 
modificare e correggere quanto di men che esatto avesse potuto 
avere sui medesimi appreso. 

È ormai noto a tutti il significato delle parole ordine e spe- 
cie, introdotte nella geometria dal più volte rammentato Poin- 
sot: il primo è dato dal numero dei lati per i poligoni, e delle 


facce per i poliedri; la seconda dal numero delle volte che la 
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proiezione della linea poligonale o della superficie poliedrica ri- 
cuopre nel primo caso la circonferenza e nel secondo la sfera. 
Quanto agli angoli solidi, la loro specie è la stessa di quella 
del poligono che si otterrebbe tagliandone le facce con un piano 
perpendicolare al loro asse centrale; poiché quante volte la 
proiezione del perimetro di tal poligono ricuoprirà la circonfe- 
renza, altrettante volte quella delle facce concorrenti tagliate 
ricuoprirà un cono od una callotta sferica avente la stessa cir- 
conferenza per base. 

Poiché in tutti e quattro i poliedri in discorso entra più o 
meno direttamente il pentagono di 2* specie o stellato, gioverà 
osservare fin d'ora come questa figura ha la proprietà di con- 
servare fra le diverse sue parti un rapporto costante 4, che si 
ottiene dividendo l’unità in media ed estrema ragione, essendo 
p==1(V5—1)=o0, 618034 ec.(') Se si ponga AB =1 (Fig. 1) sarà 


Aci=g; Ab =p°; a,e,=p'; aaj=e'; ab=pÈ; 


(') L'introduzione nei calcoli di questo simbolo « semplicizza note- 
volmente i resultati, poiché dà luogo alle seguenti eguaglianze : 
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vbrri<2%2", So VEdat olii, 
7x3V/5=%®", 5v5=11=2"°, 9x4y5=p 


p=1-p=1:02+p); p=2%-1=1:0B+20); 
p'=2—93g=1:(5+32); p=5a-3=1:(8+5g); 
p=5—84=1:(13+8t)ec., 
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ed altre simili, che potranno facilmente determinarsi volta per volta al bi- 
sogno, osservando che in generale, posto a=i5p —x/geip°—gq=n, 
sarà per una potenza qualunque di « 

-3)(£-4 9 -4)(£-5)(x- 
GE afprr0-prina ESE pr ni (€ 3: >. 6) 
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pe n8+ ec. $ 


n n|pr3—a-3)p"* ie pan + cc. 


binomio della forma Ax + B sempre determinabile, dato x intero e po- 
sitivo. 
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e così di seguito, volendo continuare a costruire altri pentagoni 
stellati l’uno dentro all’altro. 

Ciò posto, passiamo a descrivere singolarmente i quattro 
nostri poliedri, incominciando dal Dodecaedro di 2° specie 
(Fig. 2). 

Se si prolungano le facce del dodecaedro ordinario per 
modo che esse divengano il nucleo di un pentagono di 2? specie, 
le dodici stelle si aggruppano a cinque a cinque su dodici ver- 
tici al disopra di ciascuna delle facce primitive, e formano que- 
sto corpo. Riservandomi di tornare sulla sua specie più tardi, 
come quella che è oggetto di controversia, farò osservare fin 
d’ora che una linea retta la quale dal di fuori vada fino al cen- 
tro del corpo deve necessariamente incontrare due facce, cioè 
una delle cinque concorrenti a formare un angolo solido e quella 
sottoposta all'angolo solido stesso. 

La superficie esterna è evidentemente la sola della quale 
bisogna occuparsi per costruire il modello in rilievo di questo 
dodecaedro, come degli altri poliedri di specie superiore. Pren- 
dendo per unità il lato della faccia, ossia la costola del corpo, 
si descriva un semicerchio di raggio °, si divida in 3 parti 
eguali, ed i 5 triangoli isosceli aggruppati al centro saranno lo 
sviluppo di una delle sue dodici punte: sulle 5 basi si descri- 
vano altrettanti gruppi eguali al primo, disposti come nella 
Figura 3, e si avrà lo sviluppo della zeta della superficie esterna 
considerata. Le linée che nella figura si vedono doppie dovranno 
essere aperte, quelle punteggiate intaccate a mezza grossezza al 
disotto del cartoncino e piegate all’indentro, e le altre intaccate 
al disopra e piegate all'infuori. 

Di tutti i diversi modi stati indicati per ottenere dal dode- 
caedro ordinario e dall’ icosaedro il Dodecaedro di 3° specie 


(Fig. 4) è certamente più naturale il farlo derivare dal dode- 
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caedro di 22 specie, dal quale si ottiene con tutta facilità pro- 
lungando le sue facce per modo da avere un pentagono convesso 
cogli stessi vertici del pentagono stellato. Questo corpo conserva 
quindi i 12 vertici del precedente, se non che gli angoli solidi 
sono pentaedri di 22 specie anziché di 1*. Tirando una retta dal 
centro all’ esterna superficie di questo dodecaedro, è chiaro che 
essa incontrerà necessariamente tre facce, cioè due delle cin- 
que costituenti un pentaedro di 2° specie e la faccia che taglia 
questo perpendicolarmente all’ asse: tutti convengono pertanto 
che la proiezione della superficie totale di questo corpo ricuo- 
pre tre volte la sfera, ossia che esso è di 3? specie. 

La superficie esterna del dodecaedro di 3* specie si com- 
pone di 60 triangoletti isosceli aggruppati a 10 a 10 su 12 ver- 
tici con angoli piani concorrenti di Di di retto; ogni gruppo 
perciò vale 4 retti, e quindi gli angoli al centro d’ un decagono 
regolare daranno lo sviluppo in piano della superficie esterna 
di un vertice. Presa al solito per unità la costola, si descriva 
un cerchio di raggio 1 ed un altro concentrico di raggio w; 
riunendo alternativamente cinque punti di divisione della cir- 
conferenza maggiore con 5 della minore, si completerà il gruppo 
dei 10 triangoli concorrenti a formare un vertice. Ciò posto, è 
facile intendere come possa ottenersi la fg. 5 che rappresenta 
la totale superficie esterna di questo dodecaedro. Si osservi, 
per riprova, che sei centri successivi e le 5 punte composte di 
due triangoli e convergenti al centro di una stessa pancia del- 
1’ S che forma colla sua disposizione questo sviluppo, debbono 
essere alla loro volta vertici di due decagoni concentrici nel 
punto suddetto, alla distanza respettiva da esso di un rag- 
gio x ed n 

Il Dodecaedro di 4° specie (Fig. 6) si ottiene anch’ esso dal 
prolungamento delle facce del precedente, cambiando i suoi 
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pentagoni convessi in nuovi pentagoni stellati; le 12 stelle si 
aggruppano a tre a tre su venti vertici. Senza entrare a par- 
lare qui della specie di questo corpo, che Rouché e De Combe- 
rousse vogliono essere la 7*, conducendo al solito una retta al 
centro, è chiaro che incontrerà quattro facce, cioè una delle 
tre concorrenti a formare uno dei suoi triedri e le altre tre che 
circondano il triedro stesso. 

L’ elemento della sua esterna superficie è lo stesso trian- 
golo isoscele del dodecaedro di 2? specie, e non occorre quindi 
spendere altre parole per indicare come debba esserne costruito 


lo sviluppo, interamente rappresentato dalla fg. 7. 
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Prima di venire all’ ultimo dei poliedri regolari di specie 
superiore, mi piace far osservare come i successivi aumenti di 
una delle facce per passare dal dodecaedro di 1° specie a quello 
di 4 sono tutti rappresentati dalla 79. 1. (') Infatti dalla via 
seguita per ottenere questi dodecaedri si vede come, essendo il 
pentagono adcde la faccia del poliedro di 1* specie, la stella 
a, b,c,d,e, è quella del poliedro di 2*; il pentagono convesso 
a, d, b, ec, è la faccia del dodecaedro di 3* specie, e finalmente 
quello stellato AB CD E è la faccia del dodecaedro di 4. La 


(') Il barone Agostino Luigi Cauchy, che lesse all’ Istituto di Francia 
una memoria su questo argomento nel febbraio 1812, dimostrò pel primo 
che un poliedro di specie qualunque si ottiene sempre da un altro polie- 
dro dello stesso ordine : non aveva dunque a fare che un passo per tro- 
vare che in ciascun ordine il poliedro della specie 9 è dato da quello della 
precedente specie @ —1. Ma né da lui né da altri finora fu osservata la 
continuità dei quattro dodecaedri, la quale fa presentire 1’ esistenza di que- 
sta legge, che potremo stabilire con tutta evidenza più tardi. 
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distanza fra due facce opposte e parallele, rimasta (come va- 
lore assoluto) costante; riguardo all’ estensione del corpo è an- 
data successivamente diminuendo, talché nell’ ultimo dodecae- 
dro questedue facce sono divenute le più vicine. Per conseguenza, 
tutte le facce convergenti con una di esse avendone oltrepassato 
il piano, un ulteriore prolungamento non può dar luogo ad al- 
tri incontri: e quindi mi pare che il dodecaedro di 4à specie si 
potrebbe chiamare senz’ altro dodecaedro completo. 

Mi sia permesso di aggiungere un’altra notizia sui dode- 
caedri per ispiegare perché sul principio ho voluto chiamare do- 
decaedri di Keplero i due a facce stellate, che generalmente si 
attribuiscono, come gli altri due poliedri regolari di specie su- 
periore, a Poinsot. Nella 26* proposizione del 2° libro delle 
Harmonices mundi Keplero così si esprime: 

« Addi possunt congruentiis perfectissimis ‘regularibus 
» duae etiam aliae congruentiae stellarum duodecim pentago- 
» NICAVUM: ve 

» Claudunt enim pentagonicae (stellae) solidas figuras acu- 
» leatas undique, quarum una fit duodecim angulorum quin- 
» quelinearium altera viginti angulorum trilinearium; illa tri- 
» nis angulis insistit, haec quinis simul; illa pulcrius super 
» angulum erigitur, haec rectius sedet, recumbens in quinos. In 
» his, etsi forinsecus non apparet regulare planum, sed ejus 
» loco triangulum aequicrurum pentagonicum, quina tamen 
» hujusmodi semper in unum idemque planum competentia oc- 
» cultum sub soliditate quinquangulum, veluti cor suum, cir- 


» 
» 


cumstant, faciuntque cum eo dictam stellam pentagonicam, 


» 


9 


seu germanico idiomate pedem truttae Theoprasto Paracelso 
» signum sanitatis. (2) — Idea corporis quodammodo eadem 


? 


» 


est quae sui plani; nam ut in hoc, scilicet in stella quin- 


» 


» quangula, binorum semper triangulorum latera in unam 
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» rectam competunt, quae parte sua interiore fit basis uni 
» exteriori triangulo, latus vero intimo quinquangulo; sic in 
» solido semper quinorum solidorum angulorum triangula sin- 
» gula aequicrura competunt in unam planitiem , quorum quin- 
» que triangulorum, seu stellae, intima medulla et cor, quin- 
» quangulum, fit basis in una superstanti anguli solidi, vel 
» in altera superstantium quinque solidorum. Est autem tanta 
» cognatio figurarum harum unius cum dodecaedro, alterius 
» cum icosaedro, ut videantur hae, praesertim dodecaedron, 
» trunca quodammodo et mutila si cum illis aculeatis compa- 
» rentur. » 

Questa chiarissima ed elegante descrizione dei due dode- 
caedri a facce stellate, ed i quattro disegni che la corredano 
nell’ edizione di quell’opera fatta nel 1619, bastano a sta- 
bilire che la invenzione loro è totalmente dovuta a Keplero. E 
davvero riesce difficile supporre che nota non fosse all’ illustre 
geometra francese, tanto più che nella celebre sua memoria, 
letta all’ Istituto di Francia il 24 luglio 1809, per autenticare 
la denominazione di corpi di Archimede data ai 13 corpi semi- 
regolari, egli cita l’ enunciato della 28° proposizione dello stesso 
libro 2° dell’ Harmonices mundi, che è il seguente: « Perfectae. 
» in solido congruentiae gradus inferioris species sunt trede- 


» cim, ex quibus oriuntur tredecim Archimedea corpora. » 


IV 


L’ Icosaedro di 7° specie (Fig. 8) si ottiene dall’ icosaedro 
ordinario sia conducendo nel suo interno le 30 più corte diago- 
nali, sia prolungandone le facce per modo che una qualunque 
incontri i prolungamenti di quelle tre che circondano la faccia 
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opposta e parallela alla prima, come stabili lo stesso Poinsot 
suo inventore, e trovarono Cauchy e Bertrand, (‘) i quali dopo 
di lui hanno successivamente studiato questi corpi, col precipuo 
scopo di stabilirne la esclusività, sulla quale Poinsot non aveva 
saputo decidere. In seguito farò vedere come questo icosaedro 
possa diversamente ottenersi da quello di prima specie pas- 
sando per altre costruzioni intermedie. Esso ha per facce 20 trian- 
goli equilateri aggruppati a 5 a 5 su 12 vertici di 2* specie, e 
30 costole ; talché la sola differenza che lo distingue dall’ ico- 
saedro ordinario sta nella specie dell'angolo solido, benché ap- 
parisca di sì diversa configurazione. 

La moltiplicità delle intersezioni che offrono le facce di 
questo corpo rende un poco meno semplice la ricerca degli ele- 
menti della esterna sua superficie: per agevolarne lo studio 
supponiamo pertanto di tagliare il solido lungo una faccia ABC 
(Fig. 9), e così potremo più facilmente osservare : 

1° che al disopra della faccia ABC si trovano tre ver- 
tici V, V, V,, rimanendo per conseguenza altri sei vertici dalla 
parte opposta; 

2° che ciascuna costola è anche lato d’un pentagono stel- 
lato, che serve di base al pentaedro di 2* specie formato in- 
torno al vertice opposto, ed è quindi divisa in tre parti tali 
che si ha =: AB: AD: AE:DE:1:p; 

3° che le intersezioni della faccia ABC colle due facce 
che formano l’angolo diedro avente per costola CV, saranno 
rappresentate da CD e CE; 

4° che essendo £ e G gli omologhi punti di divisione 


(') Il prof. Giuseppe Bertrand lesse la sua memoria all'Accademia delle 
Scienze di Parigi l'14 gennaio 1858. In tale occasione.egli fece sapere come 
i modelli dei quattro poliedri regolari di specie superiore erano stati co- 
struiti a sua istanza da Gurjon, e depositati nel Museo tecnico dell’Istituto. 
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del lato AC, una retta dovrà passare per D e G ed una per £ 
ed F come intersezioni dei piani DGV, ed E7 V, col piano ABC; 
5° che un’altra retta dovrà passare per D ed / come 
intersezione colla faccia data del piano DFV, ; 
6° e finalmente che ripetendo gli stessi ragionamenti 
per gli altri punti di divisione dei tre lati, la faccia ABC con 
tutte le sue intersezioni sarà esattamente rappresentata dalla 
Fig. 10. 
Ora, per la proporzionalità esistente fra le parti in cui 
è diviso un lato, le rette come A, 5, e B, B, formano 6 cop- 
pie di parallele, e quindi gli angoli come S ed A sono sup- 
plementari. È facile riconoscere che il punto d'incontro a, 
di B, B, e B,B, dev'essere lo stesso di quello delle rette A, B, 
ed A,B,, e che il triangolo a, B, B, è equilatero; ma l’angolo 
a, B, B,= 60° — a, B,B,= B,B,B,, dunque si ha il triangolo 
B, B.,S,= B,a,R,. Ciò sarebbe sufficiente per la costruzione 
della superficie esterna del solido, costituita da 120 triangoli 
scaleni come A, & B; e da 60 isosceli come B, B,.S; tuttavia 
non reputo inutile dare anche il valore analitico dei loro ele- 
menti. Per gli angoli, posto B, A, A4j=% si avrà facilmente; 
R=120°-2p; S-=60°+2p; A4,B,B,=60°—®; A4,B,B,=60°+, 
e per l'angolo ©, condotta la linea B, P_ perpendicolare ad 4, A,, 
1 


du 


posto A, A4=1 sarà A, P= bp V3, e quindi 


tangp="V3, come pure senp= Suv e cosp= SITA 
in numeri dunque si avrà p=22°14'19", 5 circa (poco meno 
di 1! di retto). Quanto ai lati si avrà con semplici proporzioni 
A,R=bVi; e BR=RV; ossia in numeri A,R =0,3908791; 
A,B;=0,3819660;+8, B,= 0,2360680 e B,S=2,R = 0,1493028. 
Tutti gli sviluppi dei dodici vertici dell’ icosaedro di 7* specie, 
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dei quali uno è rappresentato dalla Fg. 17, potrebbero riunirsi 
in unsolo disegno piano; ma è inutile mantenere questa unità, 
considerato come due di essi non abbiano a comune che il solo 
lato pq, e che questo solido può essere molto più comodamente 
costruito in dodici pezzi, tutti eguali alla ig. 17. Per co- 

struire questa figura, si descrivano tre cerchi concentrici di 


raggio u°, py/ < e 4° V2; quindi da un punto del cerchio inter- 
medio e con un raggio p° Vv : se ne descriva un quarto che riu- 


scirà tangente internamente al maggiore e taglierà il minore 
in due punti; riuniti questi tre punti al centro dei primi tre 
circoli e ripetuto dieci volte uno dei due angoli eguali così 
determinati, condotte le 20 rette minori occorrenti per com- 
pletare il perimetro della figura, ed osservando poi se 1’ arco 
in cui essa rimane compresa e che vale 10p supera come deve 
i due retti di quasi 42° 24, non resterà che tagliare e intaccare 
il cartoncino nei soliti modi per ottenere l’ esatto sviluppo 


di 73 dell’icosaedro. di 7* specie. 


Descritti i quattro poliedri regolari di specie superiore, e 
dato il mezzo, a chì voglia, di costruirne i modelli, occupia- 
moci ora della specie dei due dodecaedri a facce stellate. 

Siano C le costole, / le facce e V i vertici di un poliedro; 
non occorre rammentare come la relazione dovuta ad Eulero 
F+V=C+2 sì verifica per qualunque poliedro di prima 
specie; ora se invece si abbia un poliedro di specie .£, con facce 
di specie p e con vertici di specie «, i professori Rouché e 
De Comberousse, generalizzando la formula d’ Eulero, trovano 
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pF+:V=C--2E; e con questa cercando il valore di E per 


i 4 poliedri di specie superiore essi hanno i seguenti resultati: 
pel dodecaedro di 2* specie: 
pi=12,p=2, Ve=412,t=1,X0=-30;.dinno E=3. 
pel dodecaedro di 3* specie: 
EF=12,,9=1, Ve 12,1=2,C=30,, dànno. pure E =òd. 
pel dodecaedro di 4* specie: 
PET VISI STR 30 ammo = 
pell’ icosaedro di 7? specie: 


9 VA 27 = 90 danno pure &=7. 


Poinsot, dicono essi, non avendo tenuto conto della specie 
della faccia, ha trovato invece C+2E=/F+=:V, e tal diffe- 
renza spiega quella dei nomi dei poliedri a facce stellate. Qui per- 
tanto fa d’uopo osservare che la formula C-+-2E=F+sV 
stabilita da Poinsot, fu da lui applicata soltanto ai poliedri a 
facce convesse, e che egli non pensò mai di applicarla a quelli 
a facce stellate; poiché infatti se si facesse tale applicazione si 
avrebbe pel dodecaedro di 22 E= —3 e non già 2, e per quello 
di 44 E=1 e non già 4; dunque Poinsot nonsi servi di tal for- 
mula per determinare la specie di questi due corpi, ma la sta- 
bili direttamente coll’osservazione del numero delle facce che 
s’incontranoin essi partendo dal centro e venendo fino all’esterna 
superficie loro, come io ho pur fatto nel descriverli. 

La nuova formula, che posta sotto la forma più generale 
C+2E=Y(@F)+ Y (: V) sembra risolvere completamente il 
problema « dato un poliedro trovarne la specie » e che è ottenuta 
con moltissima facilità ed eleganza di calcolo, non è certamente 
sbagliata in se stessa, ma l'errore @mplicito che essa contiene 


sta nell’applicazione di un principio stabilito dagli autori nel 


Me 


definire la specie dei poligonz, quando cioè dichiarano che 
essendo la specie di un poligono gli angoli al centro valgono p 
volte 4 angoli retti. Mentre io sono disposto ad ammettere che 
ciò possa dirsi rispetto alla circonferenza che è percorsa p volte 
‘ dal perimetro della figura, come si ammette l’espressione 
2lr + a per esprimere l’arco a in modo più generale, non 
posso indurmi adammetterlo rispetto al circolo, poiché ciò non 
potrebbe essere che in due modi, a parer mio egualmente as- 
surdi, cioè o ammettendo che în un piano si potessero costruire 
intorno ad un punto più di quattro retti, ovvero che uno stesso 
piano potesse essere decomposto in g strati. Ed è appunto que- 
sto l’errore implicito che trovasi nella formula stabilita da Rou- 
ché e De Comberousse. Infatti se nel pentagono di 22 specie si 
conta la parte centrale ossia il nucleo per DUE piani distinti, il 
dodecaedro di 2° diviene di 3° specie, perchè delle due facce 
che effettivamente s’incontrano, dal centro del corpo venendone 
fuori, l’una si presenta col nucleo e l’altra con una delle cinque 
sue punte; e quello di 4* diviene di 7°, perchè in esso tre facce 
s'incontrano sempre nella parte loro centrale e soltanto la quarta 
in una punta; le quali cose possono di leggieri verificarsi esami» 
nando un poco questi due poliedri. 

Ho detto che la duplicità del nucleo del pentagono stellato 
è qui ammessa mplicttamente; ma è indubitato che decompo- 
nendo questo poligono in è triangoli aventi ciascuno un lato per 
base, la somma loro dà luogo alla stessa duplicità del nucleo, 
e che in generale decomponendo un poligono di m lati e di spe- 
cie p in m triangoli, ciascuno avente un lato per base, si ha 
sempre una parte centrale che vale come © piani. Questo cu- 
rioso resultato non ha formato, ch’io sappia, oggetto di spe- 
ciali studi finora, ed i più lo hanno accettato per buono, con- 
tentandosi di dichiararlo soltanto astratto o convenzionale: io 


SSA — 
però non dubiterei di dichiararlo erroneo, come quello che a 
parer mio si fonda e nasce dalla confusione di due idee, cioè 
dell'idea di superficie e di area. L'area, come è noto, si ri- 
ferisce all’estensione e la superficie alla forma, e qui di una 
questione di forma si è fatta una questione di valore. Mi pare 
che dalla semplice definizione della specie resulti evidente- 
mente che questa è nei poligoni una quantità lineare e non 
superficiale, come nei poliedri è superficiale e non stereome» 
trica. 

Se nel pentagono stellato A BC D E (Fg. 12) si sopprime 
la linea che circoscrive la sua parte centrale a dc de, si ha un 
nuovo poligono, cioè una diversa forma, un’altra superficie, ma 
l’area, cioè la quantità di superficie, rimane la stessa. In altri 
termini il pentagono stellato ed il decagono ad angoli alternati. 
vamente rientranti e salienti non sono figure zsoperimetriche ma 
sono equivalenti, come due altre figure qualunque possono es- 
serlo, ancorché fra loro molto più di queste differenti per 
forma. 

Pertanto invece di correggere le definizioni di Poinsot, mi 
è parso più logico rettificare il metodo per la ricerca dell’area 
dei poligoni di specie superiore, il che è anche più facile. In 
sostanza si è esteso a questi poligoni il metodo già adottato per 
i convessi, che si riassume nel teorema seguente: « l’area dî un 
poligono regolare è data dal prodotto del perimetro per la metà 
dell’apotéma. » Prima però di generalizzare questo teorema, 
come occorre per non cadere nell'errore che nascerebbe dall’ap- 
plicarlo tale e quale ai poligoni di specie superiore, è indispen- 
sabile premettere alcune considerazioni sulla costituzione di 
questi. 

Poinsot ha dimostrato pel primo che vi sono tanti poligoni 


regolari differenti dell’ordine 77 quanti sono i numeri primi con 
2 


RR 


m_1 


mdala ni ciò è verissimo come forma, ma come quan- 


tità non conviene trascurare un fatto che si verifica costante- 
mente e che può aiutare di molto a risolvere la presente que- 
stione. Sia ABC DEFGH unottagono di 3* specie (Fig. 13): 
invece di supporlo generato dalla unione di otto punti di una cir- 
conferenza di tre in tre, riguardiamolo come prodotto dagli incon- 
tri dei lati prolungati dell’ottagono convesso centraleabcdefgh: 
osserveremo allora che il lato a 6, dopo avere incontrato quello 
de per costituire la linea di 1° specie, incontra il successivo 
lato cd e forma con esso un quadrato a' d' c' d', mentre un con- 
simile prolungamento degli altri quattro lati dell’ottagono forma 
un altro quadrato e’ f' g' A'. Certamente questi due quadrati non 
costituiscono una individualità poligonale, ma rappresentano 
una nuova quantità, e relativamente alla proiezione del perime- 
tro sulla circonferenza l’effetto di una sola linea di 2* specie non 
è diverso da quello di due linee di 1*; parmi dunque che l’in- 
sieme di questi due quadrati così ottenuto si possa benissimo 
riguardare come un sestema di 2° specie, dal quale, mediante 
un nuovo prolungamento venendo il lato ad a raggiungere in 
B il lato d e, è prodotta la linea di 3° specie. Ciò posto è chiaro 
che in generale per passare mediante prolungamento dei lati da 


un poligono regolare di 1* specie al poligono dell’ordine stesso 


m e della specie © 2a 1 conm dispari od ?" 7 2 con m pari (che 


io chiamerei poligono completo), bisogna passare necessaria- 


mente per tutte quante le Sia 0 Loi specie intermedie, poi- 


ché un lato prolungato non può incontrarne un altro senza aver 
prima incontrato tutti quanti i lati intermedi. Che se ad una 
specie X qualunque non corrisponderà un vero e proprio poli- 


gono, si avrà sempre al suo posto un insieme di n poligoni 


sly 7 
eguali fra loro e di specie X per modo che sia X= n 7. Così 


per esempio nell’ordine 18° si ha: 


1° specie — un poligono convesso 

2° specie — un sistema di due enneagoni convessi 

3° specie — un sistema di tre esagoni 

4* specie — un sistema di due enneagoni di 2* specie 
5* specie — un poligono stellato 

6% specie — un sistema di sez triangoli 

7° specie — un poligono stellato 

8° ed ultima — un sistema di due enneagoni di 4* specie. 


Premesse queste osservazioni, io formulerei il seguente 
TrOREMA: /l prodotto del perimetro di un poligono regolare 
di specie © per la metà del suo apotèma eguaglia la somma del- 
l’aree di tutti è poligoni e sistemi di poligoni delle diverse specie 
da 1 a © nel perimetro stesso compresi. 

Sia P il perimetro del poligono dato, « il suo apotèma, 
0, 4,0. 0 l'aree dei poligoni e dei sistemi poligonali di 1*, di 
2*, di 3°... di p esima specie; dico che avremo: 


1 


Prendiamo un poligono regolare di 27 lati e della specie pe sia 
Aa (Fig. 14) uno dei suoi lati; si avrà 7 X Aa0=1 Pa: con- 
dotta OM perpendicolare sulla metà di Aa, si unisca il centro 
O con i successivi punti d'incontro della metà del lato Aa con 
tutti gli altri lati; è chiaro che ciascuno degli angoli al centro 


così determinati sarà 55 di circonferenza. Ora nell’ ultimo 
triangoletto Am, sono rappresentati tutti gli altri: infatti 
hOm== dOM, hOm,= d0c,, h,0m,=c0c,, h,0m,=c0b, e così 
di seguito fino ad AOwm, che è eguale a se stesso; la somma di 


2209 
queste parti vale la metà del triangolo AUa, e ciascuna di esse 


è respettivamente = del poligono di 1°, di 2%, di 3* ec.... di 
® esima specie, dunque si ha! A0a= - (a, +, + dy+0C.+ 09 ) 


ossia m AO0a=1 Pa=a, + @,-+@, + ec. + 49, come si voleva 
dimostrare. 

Corollario. L’ area di un poligono regolare di specie qualun- 
que è data dal prodotto dell’ apotèma per la metà del perimetro 
ESTERNO del poligono stesso. (') 

Questi due enunciati sono generali e si possono applicare 
anche ai poligoni convessi o di 1* specie. O io m’inganno, od 
in questo modo resta spiegato il significato del valore 4 r  de- 
gli angoli al centro in un poligono della specie ©; poiché la 
somma dei relativi triangoli comprende il valore di ® poligoni. 
L'espressione 47 p è ammissibile e giusta finché si considera il 


perimetro della figura, il quale colle sue varie parti viene ad es- 


(‘) Essendo « l’ apotèma, il perimetro esterno di un poligono regolare 
di m lati e di specie 9 sarà dato da 


Qua 


Ag = 2ma [tang +7 — tang = (9 — 1))=m(L9— Lo-1), 


essendo Ly il lato della specie $ e Lo —1 quello della (p —1)esima. 


Posto tang — = 6, si ha in generale pel lato della specie g : 


pete ati 
P9=34) fl ee AI) 


una A Vu CE 


Lg = 20 


e per ìil perimetro esterno della specie stessa 


2m a0(A + 69)?! 


[1- dt dii L4 pe L sei 


SESSO Tae 


sere comune ai ® poligoni în esso compresi; ma diviene inam- 
missibile ed assurda quando la si voglia applicare af piano di 
un solo qualunquesiasi di essi poligoni, che sarà sempre un 
piano unico ed uniforme, e quindi in qualunque suo punto non 
potrà mai dar luogo che a quattro retti, siccome insegnano le 


prime definizioni della geometria. 


VI 


Come ho già accennato disopra, la distinzione che convien 
fare per i poligoni rispetto alla specie fra la linea ed dl piano 
deve farsi eziandio nei poliedri di specie superiore fra il piano 
e il volume. Se dal centro del poliedro di specie £ come vertice 
si costruiscono sopra ciascuna faccia come base altrettante pi- 
ramidi, è chiaro che la somma degli angoli solidi intorno al 
centro darà E volte 8 trirettangoli; ma ciò sarà vero relativa- 
mente alla superficie del solido, mentre in ordine al volume 
quella somma indicherà soltanto la presenza degli £ poliedri 
formati successivamente dalle sue facce coi loro incontri, dal 
convesso fino a quello considerato , siccome per analogia si può 
facilmente consentire dietro quanto si è dimostrato già pei po- 
ligoni. (') 


(*) Il volume dei 4 poliedri regolari di specie superiore, presa la respet- 
tiva costola per unità di misura, è espresso così: Per il dodecaedro di se- 
conda specie V=5p5; per quello di terza V=3; per quello di quar- 


: , ; s[3T LR) a: 
vi ’ — 5yò a A 
tanle== sp e per l’icosaedro di settima V = 3 P (5 ) SI sa che pel do 


: n) ; 
decaedro convesso si ha V= si e per l’ icosaedro convesso V= Sa ; ora 
il dodecaedro di seconda vale un dodecaedro convesso sulla costola p*, più 
6 
u'/5 


12 piramidi pentagonali ciascuna delle quali vale 


19? quello di terza 


Lr 0 — 

Questa considerazione mi parve tanto giusta, che le sue 
conseguenze furono da me accettate 4 priori, e quindi, rispon- 
dendo subito alla domanda accennata in principio , non dubitai 
di ammettere senz’ altro l’esistenza di cinque dicosaedri inter- 
medt o di passaggio, fra quello di 1° specie e quello di 7°. Tali 
corpi, come i sistemi poligonali della specie X = n%, non 
avranno titolo per essere accettati come poliedri per loro stessi; 
ma come sistemi poliedrici dell’ ordine 20°, che collegano fra 
loro con una serie continua l’icosaedro convesso a quello di 
7 specie, non credo che siano privi di qualche interesse: ed è 
perciò che mi accingo a parlare anche di questi, seguendo la 
via da me tenuta per rintracciarli, meno i tentativi fatti sopra 
alcune supposte facce che poi non risultarono capaci a chiu- 
dere un corpo. 

Se dalle intersezioni dei lati di un poligono regolare di 
specie © si hanno i contorni delle p —1 specie inferiori, dalle 
intersezioni delle facce di un poliedro della specie £ devonsi 
rilevare e le costole dei varii poliedri di specie inferiore e la 
forma delle facce relative. Esaminiamo sotto questo punto di 
vista ciò che avviene nella 9. 70, rappresentante una faccia 
dell’ icosaedro di 72 specie con tutte le intersezioni cui dà 
luogo incontrando le facce intermedie fra essa e quelle tre 
che ne determinano il contorno A, 4, A; e che (secondo si è 
detto nel definire questo corpo) sono quelle che nell’ icosaedro 


vale un icosaedro convesso sulla costola 1, meno 20 piramidi triangolari cia- 


2 
scuna delle quali vale 13: quello di quarta vale un icosaedro di costo- 


7 
la 2, più 20 piramidi triangolari T3 , e l’icosaedro di settima vale un do- 


decaedro di seconda sulla costola 1, meno 60 piramidi triangolari ciascuna 


ugo! 
delle quali è 12/5 


cieca 

di 1* specie circondano la faccia opposta e parallela a quella 
considerata. Non vi ha dubbio che il numero delle intersezioni 
rappresentate è completo ; poiché, tenuto conto della faccia 
che stiamo studiando, della sua parallela, e delle tre adiacenti 
a quest’ ultima, è chiaro che le facce intermedie rimangono 
quindici, e tante sono appunto le intersezioni rappresentate 
entro al triangolo A, A,A, costituenti 3 pentagoni irregolari di 
2° specie come A, B, B, B, B,, ciascuno dei quali è formato dalle 
intersezioni dei 5 piani che concorrono in uno dei 3 vertici so- 
prastanti alla faccia considerata (IV, 1°). 

Intanto chi non ha veduto a colpo d'occhio che a, a, a, deve 
essere la faccia dell’ icosaedro di 1° specie costituente il nucleo 
di quello di 7° specie che si considera? Nonostante, prima di 
accettare questa 2ntuizione, converrà cercarne una prova rigo» 
rosa, e delle molte che se ne potrebbero avere, gioverà ser- 
virsi di quella che offre l'applicazione del metodo deretto per la 
determinazione della specie di un poliedro qualunque, la quale 
viene ad essere un caso particolare del seguente 

ProBLEMA: Dato un poliedro qualunque, determinarne di- 
rettamente la specie. 

Sia ò la distanza del centro del dato poliedro da una fac- 
cia; dal piede della perpendicolare che rappresenta questa di- 
stanza, si conducano tante rette ai punti d’intersezione dei lati 
della faccia stessa pei quali è costituito il suo perimetro esterno, 
decomponendola per tal modo in triangoli, e rappresentiamo 
uno di questi triangoli con OP@Q (£79. 15). Riuniti al centro S 
gli altri due vertici P e @, si descriva intorno al centro stesso 
una sfera di raggio è e sia OXY la porzione di superficie sfe- 
rica corrispondente al triangolo OP@: è chiaro che determi- 
nata questa superficie, ed in simil modo quelle degli altri trian- 
goli che costituiscono la prima faccia, ed eseguita quindi la 


MES) O 


stessa operazione su tutte le altre facce, la somma di tuttii 
triangoli sferici così determinati divisa per 8 darà la specie 
del poliedro cercata. Ora poiché l’angolo sferico O è eguale al- 
l'angolo piano corrispondente, essendo OS (=3) perpendico- 
lare al piano del triangolo nel punto O, ed avendosi per gli al- 
tri due angoli X, Y (chiamando o, p, eq, i lati del triangolo OP@Q 


opposti agli angoli omonimi, ed s la sua superficie), 


tang X= = ara e tang y-% cia ‘ 
la superficie sferica da determinarsi varrà S=0+X+Y—2 
di trirettangolo, qualunque sia il raggio della sfera, e la spe- | 
cie £ del poliedro sarà data in generale da 2 (S) 18. 

Si osservi che la specie di un poliedro qualunque è de- 
terminata direttamente con questo metodo che ne calcola la 
proiezione sferica, mentre lo è indirettamente dalla relazione 
C+2E=X(F)+ X(:-V) soltanto quando le facce siano tutte 
convesse. In caso diverso, mentre questa relazione, dovuta a 
Poinsot, non ha più luogo, non pare che se ne possa trovare 
un’ altra della stessa generalità né per i poliedri con facce ad 
angoli rientranti, né per quelli con facce di specie superiore, i 
quali, relativamente alla determinazione della specie, non 
sono che un caso particolare degli altri, come chiaramente ri- 
sulta dalle cose esposte nel paragrafo precedente. 

Ritorniamo pertanto alla F7g9. 10 e cerchiamo primieramente 
il rapporto che passa fra a, a, ed A, A,; si ha: 


dunque 7 = p°, e per conseguenza posto a, a, = 1 sarà 
LEA 
À, Aric Se immaginiamo di avere costruito un icosaedro 


k 


Piante 
convesso sulla costola a,a,= 1; la distanza dal centro per tutte 


le venti sue facce sarà il raggio della sfera iscritta, che 
Li 1 . I . . 
vale è = ETUVAX quantità che rimane evidentemente la stessa 
po 


anche per l’icosaedro di 72 specie, derivato dal prolungamento 
delle facce di quello: supponiamo dunque che, essendo O il cen- 
tro del triangolo A, 4, 4; , il terzo di questa faccia A, 4, O sia 
rappresentato dal triangolo OP® della 7g. 75, e cerchiamo la 
. È 7 1 1 
$ del relat ] DS he d=—-,02—-; 
specie del relativo poliedro, sapendo che VI 0 Di 
1 


1 
n» == i = ’ tao 9 ta ; 
p=q= FOVEL, Er RIVE) e l'angolo O = 120 sarà 


na X= ta alan nza 
tang X = tang VE V(p°+3)= V 


di 0+X+Y=j-+t=#, e il triangolo sferico avrà per 


5 15 


To = lang 72°, e quin- 


superficie 14 di trirettangolo, e poiché corrisponde alla proie- 
zione della 3* parte di una faccia, l’intera proiezione di questa 
varrà -;- e 20 tali varranno 56, ossia sette volte la superficie sfe- 


rica. Dunque essendo 4, a,= 1 il lato dell’icosaedro di 1* specie, 
il triangolo equilatero avente per lato A, 4,= al è la faccia 
a 


dell’icosaedro di 7* specie e reciprocamente, come si voleva di- 


mostrare. 


VII 


La determinazione delle facce degli icosaedri intermedi si 
potrà ottenere con ogni facilità e sicurezza servendosi dello 
stesso metodo diretto per determinare la specie cui respettiva- 
mente appartengono i corpi da esse formati, i quali avranno 
evidentemente sempre lo stesso numero di facce tutte eguali ed 
egualmente inclinate fra loro, ma di forme assai irregolari e stra- 


ERE 

vaganti, come si può fin d'ora facilmente prevedere. Quantun- 
que, come ho già fatto osservare, queste facce debbano tutte 
trovarsi delineate nella 79. 10, per maggiore chiarezza ho 
creduto opportuno di darne il disegno a parte volta per volta, 
mantenendo a ciascuna le stesse lettere che porta in quella 
figura: si ricordi intanto, per comprendere bene tutti i calcoli 
da effettuare in seguito, che l’angolo 4 è A, A, B, e che le sue 


È 1 
funzioni sono: (ang p=p'"V3, sen p= 3} VÌ e cos p= uv? 


che si prende ‘per unità lineare il lato a, 4, dell’icosaedro di 


1° specie, e che il raggio della sfera sulla quale si fanno le proie- 


zioni è costante e vale d => . Gioverà pure ad agevolare 


1 
uv 
l'intelligenza della successiva formazione di questi icosaedri 
stabilire una speciale nomenclatura delle facce dell’icosaedro di 
12 specie, in relazione colla loro respettiva situazione, nomen- 
clatura già adottata dall’ingegnoso Cauchy, e che non offre 
tutta la difficoltà che alcuni vi hanno voluto trovare. Fissata 
come n° 1 una faccia dell’icosaedro, le tre ad essa adiacenti si 
chiamino n° 2, le sez adiacenti a queste, e che a due a due ven- 
gono a toccare i vertici del n° 1, si chiamino n° 3; le sez suc- 
cessive n° 4, le tre adiacenti all'ultima n° 5 e finalmente n° 6 
l’ultima che è parallela ed opposta alla prima (n° 1). 

Il primo perimetro pertanto che s'incontra dopo a, a, 4 è 
quello esagonale a, d, a, 0,0, 0, (Fig. 16), nel quale i lati sono 
tutti eguali fra loro e valgono a,6,= V:, ciascuno dei tre an- 
goli a vale 180° — 2p, e ciascuno dei tre angoli 6 vale 60° + 2p. 
Calcoliamo la proiezione sferica del triangolo a, 6,0, che è ! della 


faccia e pel quale si ha: a, 02/5 bro eds= 


1 1 
piVv15 hp V15° 
gli angoli del triangolo sferico corrispondente saranno dati 
da O=;, tangX= V 6 =tang72°, tang Y=V3=tang60° 


MER! gip 


e la superficie sferica cercata sarà per conseguenza ;+!-+î—2= se 
di trirettangolo. Il valore dunque dell’intero esagono è 4 e di 
20 tali 16, ossia due volte la sfera: il che prova che l’esagono 
a, b,0,0,0, db, è la faccia dell’ Icosaedro di 2° specie. Questo corpo 
avente 60 costole, 20 angoli triedri e 12 pentaedri di 2° specie 
(Fig. 17) si ottiene dall’icosaedro di 1* specie con un primo pro- 
lungamento, facendo cuoprire alle 3 facce n° 2 la faccia n° 1, ed 
è evidente che dal centro all’esterno una retta non incontra che 
due facce in qualunque punto. Poiché la faccia di questo corpo è 
convessa, esiste anche per esso larelazioneC+2E=£F+ Y.(e V), 
la quale conferma il valore E= 2. In esso si hanno tre irrego- 
larità: 1° gli angoli piani dell’esagono, tre dei quali differiscono 
dagli. altri tre di circa 31°.2°.42°; 2° gli angoli solidi, dei quali, 
come si è detto, 20 sono triedri e 12 pentaedri di 2° specie; 


3° la distanza del centro dai primi 20 vertici è e dagli 


Vv 
i 2u°v 5 
altri 12 è ; V VO, e quindi, mentre il poliedro è circoscritti- 
bile alla sfera, non è egualmente iscrittibile. 

Lo sviluppo della sua superficie esterna, che ha una certa 
analogia con quella del dodecaedro di 3° specie, è rappresen- 
tato dalla £#g. 18, nella quale, a differenza di ciò che verifica- 
vasi in quello della superficie esterna del detto dodecaedro, i 
gruppi costituenti i pentaedri di 2° specie superano i 4 retti di 
circa 17°. 6". 45", e quindi mancano i 6 triangoletti soltanto in 
parte accennati nella figura, i quali converrà costruire a parte 
per averla completa. Ciascun triangoletto è isoscele ed ha per 
base 1 e per gli altri due lati V/z; gli archi sui quali si trovano 
i 5 centri dei gruppi e le cinque coppie di punte convergenti, 
hanno respettivamente per raggio 2 ed 1 e sono poco meno 
di 116°. 

Passiamo ad osservare il perimetro che naturalmente viene 


Zog 
a presentarsi dopo questo e che è composto di due triangoli equi- 
lateri, costituenti un sistema esagonale di 2° specie €, Cs €36,03 Co 
(Fig. 19) irregolare, per essere le distanze dei suoi vertici in 
relazione colla differenza esistente fra gli angoli dell’ esagono 
che ne forma la parte centrale. Invece di determinare la su- 
perficie sferica corrispondente ai due triangoli a,0c; e d,06; 
che insieme valgono 1 della faccia, il calcolo sarà più spedito 
pel triangolo c,0c,, la proiezione sferica del quale darà quella 
della faccia, moltiplicandola per 6 e togliendo i # che corri- 
spondono all’ esagono centrale, il quale, com'è noto, si trova 
due volte in quel prodotto. Pertanto i lati di questo sistema 


esagonale, tutti eguali fra loro, valgono c,c, == so de la ret- 
pe d 
1 BA, 1 
ta oc, =06=—=—= e la superficie piana s==_-—- : dun- 
Caldara: periivio pie ar 


que (ang X=tang Y=1, ossia X= Y=1 e poiché l’ angolo in 
O è=4, il triangolo sferico corrispondente ad 0c,c, varrà i; 
la proiezione di uno dei triangoli equilateri sarà dunque un 
| trirettangolo; e finalmente una faccia varrà 2 —4=, per cui le 
20 facce varranno 3 volte la sfera. Questo sistema esagonale di 
2° specie è dunque la faccia dell’ /cosuedro di 3° specie, che 
avrà 60 costole e 30 vertici tetraedri (fg. 20). Come dimostra 
il valore della proiezione del triangolo, che è un trirettangolo, 
questo corpo non è un vero e proprio poliedro, ma la riunione 
di 5 poliedri regolari, ossia di cinque ottaedri, i quali con due 
facce ne formano una dell’ icosaedro di 3* specie. Esso si ottiene 
dal precedente prolungando le facce n° 2, finché non incontrano 
i prolungamenti delle 6 facce n° 8, sempre al disopra della 
faccia n° 1; ed è chiaro che una retta che parta dal centro in- 
contrerà la faccia.n° 1, e quindi la parte interiore di una faccia 
n° 2, e finalmente o un’altra faccia n° 2, od una faccia n° 3, 
secondo la direzione della retta medesima. Si osservi che se 


ME 


non si fosse sottratto il valore dell’ esagono centrale dalla som- 
ma 2 delle proiezioni dei due triangoli costituenti una faccia, 
si sarebbe trovato 5 per la specie del solido, poiché allora que- 
sto corpo si sarebbe venuto a riguardare come una pura e sem- 
plice riunione di 5 ottaedri, astraendo dal modo col quale si è 
ottenuto, e per il quale due triangoli non formano che un 
solo piano. 

Questo corpo pure ha tre irregolarità: due inerenti alla 
faccia, cioè le diverse distanze dei suoi 6 vertici e la doppia li- 
nea del suo perimetro; la terza consiste nella sua decomponi- 
bilità. Forse a cagione di quest’ ultima irregolarità l’ icosaedro 
di 3° specie, a differenza degli altri corpi costruiti finora, non 
offre sufficiente solidità formandolo della sola sua superficie 
esterna, costituita da 120 triangoli come a, è, c,: conviene per- 
ciò, per averne il modello, costruire un ottaedro sul lato 


-—=-; e quindi, tracciati sulle otto facce di esso i noti esagoni 


p°V/2° 

centrali di lato V}, applicare su ciascuno esagono un gruppo 
di tre vertici, lo sviluppo del quale è dato dalla /9. 27. Per 
disegnare questo sviluppo, si descrivano due circonferenze con- 


centriche di ravcio x/4 e e si conducano 4 ragsi coll’ an- 
DO 2 DO 
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golo al centro di 60°; si uniscano i 4 punti così determinati 
alternativamente sulla maggiore e sulla minore circonferenza, 
e finalmente si ripeta questa costruzione altre due volte deter- 
minando opportunamente i centri relativi: tutta la figura ab- 
braccia un arco di poco superiore al quadrante e che ha per 
Ban 

uV10 

A questo punto converrebbe fare dei tentativi per iscuo- 


raggio massimo 


prire quale frai vari perimetri che ci si presentano sia quello 
della faccia dell’ icosaedro di 4* specie. Secondo i resultati delle 


mie ricerche la faccia di questo icosaedro può avere tre forme 
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diverse, ed è curioso che il successivo, cioè quello di 5° specie, 
è sempre lo stesso, qualunque si prenda per passare dalla 3° spe- 
cie alla 5*. Lasciando agli studiosi l’ investigazione degli altri 
due perimetri e delle forme dei relativi corpi, io ne darò uno 
solo, cioè quello di cui la faccia è costituita dall’ enneagono ir- 
regolare di 3a specie a, B, b, B,a,B, b, B, a, Bb, B, (Fig. 22), for- 
mato da tre triangoli isosceli. Riunito il centro o coi tre punti 
a, B, e è, , si avranno due triangoletti rappresentanti insieme 1 
della faccia, dei quali faremo il calcolo a parte. 


Ricerca della proiezione sferica del triangolo a, 0 B,: 


0, B,=t; (71 0=/g; Bso=34/5: vi 
l'angolo o=@, e quindi tang X = —Vy?y5 = tang 14he, 
e tang Y=w" V3=tang 9: questa proiezione sferica è dunque un 
triangolo isoscele, ed ha per superficie 2p — 36° = 8°. 23". 38" ec. 


Ricerca della proiezione sferica del triangolo 2, 0 B}: 


oBi=x/5 siBso== 24/8: Do = TIT s=piag: 
l'angolo o= 60° — p, e quindi [ang X=—Vv3=tang120° e 
tang Y=Vv8=tang (60° — ©); per conseguenza anche questa 
proiezione è un triangolo sferico isoscele, ed ha per superfi- 
cie 60° — 2p = 15°. 31’. 21” ec. 

Poiché dunque la proiezione dei due triangoli insieme 
vale x, una faccia varrà ? e 20 facce copriranno 4 volte la sfera. 

Nonostante la stranezza ed irregolarità della sua faccia, 
questo Icosaedro di 4° specie (Fig. 23) apparisce a chi lo ri- 
guarda molto simmetrico; se non che esso ha 32 vertici, cioè 
20 esaedri di 12 specie e 12 pentaedri rientranti di 2°, corri» 


enti e 
spondenti perla faccia considerata ai punti a,, a, ed a, dove tro- 
vansi anche tre vertici della faccia stessa, come abbiamo indi- 
cato nel descriverla; le sue costole sono 90. Esso si ottiene dal 
precedente icosaedro prolungando le 6 facce n° 3, finchè non 
s'incontrano fra di loro in un medesimo punto al disopra del 
centro della faccia n° 1 e del punto di riunione delle 3 facce n° 2: 
esso ha due irregolarità nella faccia ed una nei vertici. 

La sua esterna superficie è costituita da 120 triangoli come 
a, B,c, e lo sviluppo in piano di 4 dei 20 suoi vertici esaedri 
è dato dalla Fg. 24, per disegnare la quale basterà sapere che 
i sei angoli concorrenti sono tutti eguali a ©, l'angolo mag. 


giore è 120° e l’altro quindi 60° — p e che a, 5, = C,= 
ed (07 C, i Vi 2 

La faccia dell’ icosaedro di 5* specie è data dall’ enneagono 
di 4° specie irregolare. A, B, B, 4, BB; 4, B, B, (Fig. 25). De- 
terminiamo nel solito modo la specie del corpo formato su que- 
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sta faccia. Si unisca il centro o coi due vertici A, e B, e coi 
punti d’ intersezione a, e c;; avremo tre triangoli, per due dei 
quali calcoleremo a parte le proiezioni sferiche, poiché quella 
del terzo triangolo a, 08, è già stata determinata e vale 29 — 36°. 

Pel triangolo B,0c, avremo : 

; SLI 49R1 ed, 2 ri 004 
raro E ATE PPTE B,o0= pe V3 ed S=781273 

dalle quali si ottiene 

tangX= —1=tang135°, tang Y= Vî= tang (60° — p); 


ma l’ angolo in 0= 60° — 2p, dunque la superficie del corri- 
spondente triangolo sferico vale 75° — 39. 


w 


Pel triangolo A,0c, avremo: 


1 
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so 


dalle quali 
tang X=—1=tang135°, come sopra, tang Y=Vp*V3= tang 36°; 


pertanto la corrispondente superficie di proiezione vale p — 9°. 
I tre triangoli insieme danno luogo dunque ad una proiezione 
2p — 36°4+75° — 3p+p— 9° —180°=1, l’intera faccia vale 2 
e le 20 facce ravvolgono 3 volte la sfera. L'Icosaedro di 5° spe- 
cre ha dunque per faccia questo enneagono, ha 90 costole e 32 
vertici, 20 esaedri (gli stessi del precedente) e 12 pentaedri di 
1° specie (fg. 26). Esso si ottiene dal precedente icosaedro 
di 4*, prolungando fino al loro punto d'incontro comune le 5 
facce concorrenti al disopra di ciascun pentaedro rientrante. 
Come dalla stessa faccia apparisce, i vertici di due pentaedri 
e quelli dei due esaedri intermedi si trovano in linea retta, 
accennando ormai colla loro disposizione quella dei lati dei . 
triangoli equilateri che in seguito costituiranno l’ icosaedro 
di 7° specie. La faccia di questo corpo è irregolare soltanto 
perché i suoi dodici vertici, in luogo di trovarsi disposti lungo 
una circonferenza, sono situati sul perimetro di un triangolo 
equilatero, ma la linea che la racchiude è continua. 

La superficie esterna di questo poliedro si compone di 
120 triangoli come B, c, d, e di 60 quadrelateri come c, A, 6, dj 
ed ecco i valori analitici degli elementi di queste figure: 1’ an- 
golo in A,= 60° — 2p, tutti gli angoli in c=60°, l’ angolo 
in d,=180° + 2p, l'angolo in B= e quello d, =120°— ©; e 
per i lati 


B,d.=1jecd,=c,d=>L. 
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Con questi dati potrà facilmente costruirsi la #9. 27, che rap- 
presenta lo sviluppo di un pentaedro con tre degli esaedri 
adiacenti: per ottenere il corpo converrà disegnare 6 gruppi 


ESE 3, fagli 
come quello della 7g. 27, 4 pentaedri soli e 2 pentaedri con 
un solo esaedro. 

Consideriamo finalmente Ja figura A4,5B,5,4,B;B,A4,B,B, 
(Fig. 28), che può riguardarsi come un altro enneagono irrego- 
lare della specie 2*, e riuniamo col centro due vertici e il punto 
d’ intersezione a, « Per il triangolo a, 0 B, abbiamo già trova- 
to 29 — 36°; quanto al triangolo o A, B, si troverà: 


quindi 


mV 5 
tang X==V®= tang (120° — 9) e lang Y= q/V3=tang7®, 
ang n ang ( ®) e lang V 13 ang 


e poiché l’ angolo O = 60° — p, la superficie sferica corrispon- 
dente vale 72° — 2p e l'insieme dei due triangoli ha per proie- 
zione 72° — 36° =, che è il sesto di quella di tutta la faccia, 
la quale perciò vale 7 e le 20 facce varranno 48, ossia 6 volte 
la superficie della sfera. Su questa faccia pertanto si costruirà 
l’ Icosaedro di 6° specie che ha 90 costole, 12 vertici pentaedri 
di 2° specie e 20 esaedri rientranti anche di 2° specie (Fig. 29). 
Esso sì ottiene (come del resto è indicato dalla 79. 10) dal po- 
liedro precedente, prolungando i 5 piani che costituivano un 
suo pentaedro finché non s’ incontrano a due a due (cambian- 
done la specie) e fino ai vertici dei cinque esaedri che lo cir- 
condavano. Le sue irregolarità stanno nella faccia e negli an- 
goli solidi. La sua superficie esterna è formata da 120 triangoli 
come A, B,c, e la Fig. 30 rappresenta lo sviluppo di un pen- 
taedro di 2° specie, con 12 dei quali si chiude l’icosaedro irre- 
golare di 62 specie. 

Un ultimo aumento della faccia la cambia finalmente in una 


nuova figura regolare, in un triangolo equilatero, e ci porta così 
3 


BEI 
facilmente a costruire da questo l’icosaedro regolare di 7? spe- 
cie, già direttamente trovato dal Poinsot. 

Concludo pertanto che, facendo subire alle facce dell’ico- 
saedro convesso i successivi prolungamenti che sono necessari, 
sì ha col primo l’icosaedro di 2% specie, col secondo quello di 
3° decomponibile in 5 ottaedri, con un terzo prolungamento si 
possono aver tre icosaedri diversi di 4* specie, con un quarto da 
qualunque di questi tre si ha, sempre sotto la stessa forma, 
l’icosaedro di 5?, con un quinto prolungamento sì ha quello di 6* 
e finalmente si passa all’ icosaedro di 7*, che ha due titoli di 
preminenza sugli altri, quello cioè di essere un corpo regolare, e 
l’altro di essere l’icosaedro completo; poiché in esso la faccia 
n° 1 essendo stata raggiunta da tutte le sue 18 concorrenti, non 
può ulteriormente avvicinarsi alla faccia n° 6 sua parallela, ed 
un successivo prolungamento non darebbe luogo ad altri corpi. 

Questi resultati, ottenuti non senza qualche studio e fatica, 
se non m’illude l’affetto col quale naturalmente io li considero, 
mi sembrano dare alle teorie dei poligoni e dei poliedri una 
continuità e, per così dire, un'armonia d'insieme, quale forse io 
stesso non avrei osato sperare dapprima. Un poligono dalla 
forma convessa alla forma completa passa successivamente per 
tutte le specie intermedie o prime o multiple, cioè o proprie od 
improprie che siano; un poliedro dà luogo precisamente allo 
stesso fatto. Così il telraedro e l’esaedro sono nei solidi ciò che 
nei piani il triangolo ed il quadrato ; l’ottaedro può passare alla 
2a specie, ove si troverebbe ad essere completo, se non si cam- 
biasse invece in un gruppo di due tetraedri; e ciò mette in ana- 
logia questo corpo coll’ esagono, tanto più che 1 è il lato di 
questo nel cerchio, come 1 è la faccia di quello sulla superficie 
sferica. Ciò che avviene pel dodecaedro e pell’icosaedro è stato 
svolto ampiamente nelle pagine che precedono. 
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In una parola, si ha una legge generale di formazione dei 
poliedri regolari in perfetta analogia con quella trovata per i 
poligoni. Come dal prolungamento degli 7 lati di un poligono 
regolare convesso si ottengono tante specie diverse di poligoni 


m_1 
p 


nato numero (n rapporto inverso colla divisibilità del numero m) 


quante sono le unità contenute in 


, dei quali un determi- 


sono propri, ed impropri gli altri; così dal prolungamento della 
faccia di un poliedro regolare convesso si ottengono tante di- 
verse specie di corpi quante dal numero e dalla disposizione delle 
sue facce sono richieste per giungere al poliedro completo del- 
l'ordine stesso, dipendendo dalle due condizioni medesime l’ es- 
sere alcuni di questi corpi, irregolari ed impropri. Un poligono 
di specie © implica la coesistenza di tutte le p — 1 specie inferiori, 
e lo stesso deve dirsi per un poliedro di specie £; talchè mi pare 
che non faccia più d’uopo ricorrere a nuovi ed ingegnosi argo- 
menti per provare che i nove poliedri regolari conosciuti sono i 
soli poliedri regolari possibili. 

Finalmente come l’area del poligono si ha dal prodotto della 
metà dell’apotèma per 2 perimetro esterno, così il volume del 
poliedro si ha dal prodotto del terzo del raggio della sfera iscritta 
per la superficie esterna. È facile determinare questa superficie, 
della quale si hanno gli sviluppi piani; presa sempre la costola 
di ciascun corpo per unità, i dodecaedri di 22 e 4* specie avranno 


per esterna superficie 15'V4V5, e quello di 3a specie 1541 VuVd 
e l’icosaedro di 72 specie 134°V3 (GE) Preso il raggio della 


sfera iscritta in funzione della respettiva unità, con queste su- 
perfici si ottengono per i volumi gli stessi valori già trovati per 
altra via (V. la nota a pag. 21). 
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Prima di terminare mi sia permesso di aggiungere qualche 
altra considerazione che su questo argomento mi è suggerita 
da un passo della precitata memoria del Poinsot, il quale, espo- 
nendo le varie condizioni cui deve sodisfare qualunque polie- 
dro regolare, fa osservare che i suoi vertici sembra debbano 
essere punti uniformemente disposti sulla superficie della sfera, 
e soggiunge: ma è egli abbastanza chiaro il significato del- 
l’espressione punti uniformemente disposti? Io ignoro se que- 
sta domanda abbia avuto o no una risposta finora, né pretendo 
davvero di darne una che pienamente risolva la difficoltà; ma 
intendo di esporre qui alcuni concetti, che forse potranno ren- 
dere il problema un po’ meno indeterminato. 

Mi pare che nell’ idea di uniforme disposizione di più punti 
dovendo anche entrare necessariamente l’ idea del luogo geome- 
trico nel quale si trovano , l’ uniformità stessa non possa essere 
che relativa: e perciò io chiamerei uniformemente disposti que 
punti dei quali uno qualunque si troverà în condizioni perfetta- 
mente identiche a quelle in cui si trovano tutti gli altri, rispetto 
al luogo geometrico nel quale si considerano. È chiaro che non 
ogni e qualunque luogo geometrico offrirà la possibilità di sta- 
bilire un sistema di tali punti; per esempio, non potranno di- 
sporsi uniformemente più punti sopra una resta finita, poiché 
il primo a destra avrà tutti gli altri a sinistra, è ciascuno dei 
successivi ne avrà sempre uno di più del precedente a destra 
ed uno di meno a sinistra. La linea finita che può prestarsi al- 
l’ esigenza del problema non è la retta, ma la curva rientrante, 
e come tale la circonferenza: sovr’ essa qualunque numero di 
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punti equidistanti saranno uniformemente disposti, però sol- 
tanto rispetto alla linea stessa, non già rispetto alla superficie 
in essa racchiusa; poiché in questo caso viene a mancare /’ uni 
formità di disposizione, variando le reciproche distanze dei 
punti dal lato alla massima diagonale del poligono che li avesse 
per vertici. Si deve pertanto ritenere che saranno uniforme- 
mente disposti, rispetto alla linea ed al piano insieme, soltanto 
i tre vertici di un triangolo equilatero iscritto nel cerchio. 

Per gli stessi principi la sola superficie finita, sulla quale 
potranno disporsi uniformemente più di tre punti, sarà una su- 
perficie curva rientrante, e come tale la sferica: ma poiché evi- 
dentemente ricorre per i poligoni sferici l’ osservazione stessa 
che abbiamo fatto per quelli piani, ne segue che sulla super- 
ficie sferica i soli vertici di una rete di triangoli equilateri sa- 
ranno punti uniformemente disposti: ora di tali reti non se ne 
possono costruire che tre con 4, 6 e 12 vertici; dunque non pos- 
sono disporsi uniformemente sulla superficie della sfera che 4, 6 
o 12 punti. 

Ammettendo pertanto, siccome a me par ragionevole am- 
mettere, questa restrizione nei sistemi di punti uniformemente 
disposti sulla sfera, conviene distinguere i poliedri regolari in 
circoscrittibili ed iscrittibili, o se si vuol piuttosto in diretti e 
coniugati; ed allora essi vengono suddivisi in questo modo: 

al sistema dei 4 punti corrisponde il tetraedro tanto di- 
retto che coniugato; 

al sistema dei 6 punti corrisponde /’ esaedro diretto e /’ ot- 
taedro coniugato ; 

e nel sistema dei 12 punti sono diretti e coniugati insie- 
me i dodecaedri di 2* e di 3* specie; diretti gli altri due dode- 
caedri, e coniugati i due icosaedri. 

Sotto questo punto di vista il tetraedro ed i dodecaedri 


libare. 

di 2* e di 3* specie avrebbero il maggior grado di regolarità, 
come aventi uniformemente disposti e i centri delle facce ed i 
vertici: mentre il cubo, il dodecaedro convesso ed il dodecae- 
dro completo non avrebbero così disposti che i centri delle facce; 
e l’ottaedro, l’ icosaedro convesso el’ icosaedro completo invece 
i vertici soltanto. 

Se io non mi sono ingannato nell’ apprezzare il significato 
della espressione punti uniformemente disposti, ciò dimostre- 
rebbe che l’ uniforme disposizione dei vertici non è condizione 
necessaria per la regolarità dei poliedri, i quali per esser re- 
golari possono avere uniformemente disposti tanto i vertici, 
quanto i centri delle facce. 


Questo soggetto avrebbe forse richiesto di essere svolto con 
maggior larghezza di quello che abbia potuto far io, quotidia- 
namente occupato nell'adempimento di altri doveri, e perciò an- 
che ben poco informato di quanto si va ogni giorno pubblicando 
intorno a queste discipline e in Italia e fuori: pur nonostante 
confido che le mie considerazioni avranno potuto essere piena- 
mente comprese-da chi avrà avuto la pazienza di seguirmi fino 
in fondo con quel diligente spirito di osservazione che è indi- 
spensabile quando si desidera formarsi un giusto criterio sopra 
questioni di tal fatta, le quali (per terminare colle parole del- 
l'illustre Poinsot, che ha fatto già principalmente gli onori di 
questa memoria) sono piu complesse di quanto a prima vista po- 
trebbe per avventura apparire. 


Firenze, 10 novembre 1871. 
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